[1] W.H. Press et al. : Numerical Recipies, Cambridge
University Press , 1994.

(C, Fortran, Pascal)
Fortran stilust programok
60-as évek algoritmusai (néhany ajabb is akad)

Izelits, ha létfontossagu, vannak rafinaltabb médszerek is (77
Www )

Bizonyitasok, levezetések csak elvétve

Inkabb mindenrdl altalanos ismertetd, Ggyis gyakorlatban kell
csinalni
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Interpolacio és extrapolacié egy és
tobb dimenziéban
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A probléma

lsmert:

1,22, ...TN
y1 = f(x1), 92 = f(22),...yn = f(TN),

de f analitikusan nem ismert. Pl. mérés, szimulacié ered-
ménye. Az x; -k kozotti tavolsdg lehet egyforma, vagy
kiillonboz6.

Cél:
f(x)meghatarozasa tetszéleges x esetén.
1 < x <z, Iinterpolacié
egyébként extrapolacié
Példak: extrapolacié: joslasok (id&jaras, tézsde), differ-

encial egyenlet megoldasnal véges lépéshosszal
valé  eredménybsl extrapolalhatunk a 0
|épéshosszra

nem egyenletes mintavételezésrsl egyenletesre attérés

2 dimenziés illesztés:  digitalis képek nagyitasa,
atskalazasa

Feltételezés: (altalaban)
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f: folytonos
sima (derivaltak folytonosak)

Természetesen vannak nehezen, vagy egyaltalan nem inter-
polalhaté fliggvények. Egy érdekes analitikus példa:
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f(z) = 32?2 + 1/mHn[(mr — 2)?] + 1

38 T T T T T T T T T
3%*x+1/3.14/3.14/3.14/3.14%109((3.14-X)*(3.14-X)) + 1 ——

27 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3.05 3.1 3.15 3.2 3.25 3.3 3.35 3.4 3.45 35

30.5 T T T T T T T
3*x*x+1/3.14/3.14/3.14/3.14*l0g((3.14-x)*(3.14-x)) + 1 ——

30.48

30.46

30.44

30.42

30.4

30.38

30.36

30.34 1 1 1 1 1 1 1
3.138 3.1385 3.139 3.1395 3.14 3.1405 3.141 3.1415 3.142
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Az ismert pontok kozott f -et modellezziik valamilyen &l-
talanos fiiggvényalakkal. Ez a fiiggvény fiigghet a konkrét
problématél.

Leggyakoribb alakok:

polinom
racionalis fliggvény (polinomok hanyadosa)
trigonometrikus fiiggvény, stb.

Megj: A figgvény illesztés, kézelités mas probléma. Ott
ismert globalis fliggvényalakot illesztiink a mérési hibakkal
terhelt adatokra. Itt az interpolalt fiiggvény egzaktul atmegy
az ismert pontokon.
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A megoldas altalanos vazlata

Ha sok ismeretlen x helyen meg kell hatarozni f(x) értékét,
illetve kellenek pl. a polinom koefficiensei:

1. illesztiink x1, zo, ...z N -re
2. kiszamoljuk f(x) -et

Probléma lehet:

numerikus kerekitések miatti pontatlansag
nem elég hatékony numerikusan

Kevesebb ismeretlen pont, vagy a numerikus pontossag fontos:

1. f(z) kozelitése a legkozelebbi néhany (k)
{zi, f(zi)} alapjan

2. k — N remélhetsleg kozben f(x) konvergal.
Az utolsé lépésbeli valtozas lehet az interpola-

cié hibdjanak becslése.
Az interpolacio lehet globalis vagy lokalis.

e Globalis: az osszes pontra illesztiink pl. N — 1 -ed rendi
polimomot. (2 ponton 4t mindig hizhaté egyenes, 3-n
parabola, stb.)
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o Lokalis: felosztjuk az ismert pontokat szomszédos pont
n -esekre, és erre illesztiink n — 1 -ed rendd polinom-
szakaszokat

Az interpolacié rendje: az egy illesztésnél felhasznalt pontok
szama - 1

Probléma: tal magas rendd polinom, nagyon nagy fluktua-
ciok az ismeretlen szakaszokon. Tehat nem biztos, hogy
a magasabb rendi illesztés pontosabb. Tipikus 2-d, 3-d
(esetleg 4-d vagy 5-d) rendii interpolacid.

Lokalis interpolacié esetén a derivaltak nem automatikusan

folytonosak. Ha sziikség van ra ezt kiilon kell biztositani:
spline (bityok) illesztés.
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Interpolacié és extraplacié polinommal

Az interplaciénal altaldban nincs sziikség a polinom egyiit-
thatdira. Nem is érdemes azokat kiszamolni és azok segit-
ségével hatarozni meg az ismeretlen pontokat, mert sokkal
érzékenyebbek a numerikus hibakra, mintha az ismeretlen
pontokat direkt médon az ismertekbdl hatarozzuk meg.

N ponton kersztiil egyértelmien rajzolhaté N — 1 -ed rendi
polinom P(z). Fejezzik ki a {x;,y; = f(x;)}iz1. N ismert
értékkel P(x) -et!

P(z) =
(x—z2)(x—x3)...(x—2N) (x—z1)(x—x3)...(x—2N)
(21—2)(z1—23).-(@1—aN) It T (@o—a1)(22—23)-..(z3— 2N
(z—z1)(z—22)...(xT—2N_1)
“len—a1)(@n—22).(en—an_1)IN

)924—

Kielégiti a P(x;) = y; egyenl&séget, hiszen az 7 -ik tagban a
szamlalé és nevezd azonos, a tobbi tagban pedig a szamlals
0. A fenti an. Lagrange formuldt el&allithatjuk rekurziv
médon ( Newille algoritmus) segitségével.

Legyen P;(i11)...(i+m) €8y olyan m -ed rendi polinom amely
atmegy az ¢, (i + 1), ...(¢ +m) pontokon. Ez elgallithat6 az
alabbi médon:

Pi(iq1)...(i4m) =
(w—l‘z‘+m)Pi(i+1)...(z‘+m—1)+(907:—90)P(i+1)(7:+2)...(7;+m)

Li—Ti4+m

A két el6dpolinom koziil az mindkettd dtmegy az (i+1), (i +
2)...(i+m —1) pontokon, a két szélsé ponton pedig egyikiik
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illetve masikuk. A rekurzié kiinduldasa azok a 0 -d rendi

polinomok amelyek atmennek a az ¢ -ik ponton, vagyis

P; = y; Definidljuk a polinom és két el6djének eltérését:
Cm,i = Piti+1)...(i+m) — Piti+1)...(i+m—1)

Dini = Pigig1)...(i+m) — Pli+1)(i+2)...(i4+m)
Ezekre felirva a rekurziv formulat:

(z;i—2)(Cm,it1—Dm i)
Ti—Tjtm1

C(TrH—l,i —

D - (@itm4+1—2)(Cmjit1—Dm,i)
m+1,2 Ti—Titm+1

C és D korrekciot ad a polinomhoz, és eggyel magasab-
brendiivé alakitja. Ha a korrekciok nem csokkennek, akkor
az alapfeltevés, miszerint a pontokat polinommal érdemes
interpolalni, nem all fenn. Az utolsé lépésben alkalmazott
korrekciot tekinthetjik egyfajta hibabecslésnek
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#include <math.h>
#include "nrutil.h"

void polint(float xal], float yall, int n, float x, 1

float *dy)

{

int 1,m,ns=1;

float den,dif,dift,ho,hp,w;
float *c,*d;

dif=fabs(x-xall]);
c=vector(1l,n);
d=vector(1l,n);

/* Megkeressiik az x-hez legkozelebbi xa[ns]-t */
for (i=1;i<=n;i++) {

if ( (dift=fabs(x-xalil])) < dif) {
ns=i;

dif=dift;

}

clil=yalil;

dlil=yalil;

}

*y=yalns--];

for (m=1;m<n;m++) {

/* Kiszamoljuk c-t és d-t */

for (i=1;i<=n-m;i++) {

ho=xal[i]-x;
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hp=xal[i+m]-x;

w=c[i+1]-d[i];

if ( (den=ho-hp) == 0.0)

nrerror ("Error in routine polint: identical x values'
den=w/den;

d[i]=hp*den;

c[i]l=hox*den;

+

/* Az ismeretlen pontot amennyire lehet kdzépen tartva hoz-
zdadjuk a korrekciét y-hoz*/

xy += (kdy=(2*ns < (n-m) ? c[ns+1] : d[ns--1));

¥

free_vector(d,1,n);
free_vector(c,1,n);

¥
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Egyes fliggvények jol kozelithetéek polinommal (lasd
hatvanysorba fejtés) masok nem. Figyelni kelll (Példak:

f(x) = sin(z), f(x) =0+ 0.01 x rnd() ).

0.8

0.6 -

04

0.2

0.2 , 1 1 1 1 1 1
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 25 3

1.2

slin(x)
poly 4 --——-—-—--

0.8
0.6 -
04

0.2

-0.2

-04

06 S 1 1 1 1 1
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04

0.2

-0.5 0 0.5 1 15 2 25

0.02 T T T T T T T

0.015

0.01 |

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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0.02

0.015

0.01

0.005

-0.005

-0.01 -

-0.015

-0.02

0.02

0.1

0.2
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A polinom egyitthatoi

Altaldban az el6z6 mdédszert célszer hasznalni, mert sokkal
kevésbé érvényes a numerikus hibakra.

Ha minden adott pontra felirjuk, akkor az egyiitthatokra a
kovetkezé linearis egyenletrendszert kapjuk:

yi = co + 1z + coxf 4 ... + ez i=1...(N+1)

Az egyenletrendszer megoldhaté altalanos linearis egyenle-
trendszer megoldé algoritmussal is, de van hatékonyabb
specialis médszer is (lasd késébb: Vandermonde matrix).

Ha az egyenletrendszer megoldasa numerikus problémak mi-
att nem mikodik, hasznalhaté egy lassabb moédszer is. Ha
az el6z6 interpolaciés médszer segitségével meghatarozzuk
az interpolalt (extrapolalt) értéket a 0 pontban, akkor pont
co -t kaptuk meg. Ha most minden y; -bdl levonunk ¢ -t
és leosztunk a megfelelé x; -kkel, és egy pontot elhagyunk,
akkor az eredetivel megegyez8 problémahoz jutottunk, csak
egyel kevesebb egyiitthatéval, egyel alacsonyabb rendii poli-
nommal.
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Interpolacidé racionalis fiiggvénnyel

Sok fliggvény nem jél kozelithetd polinommal, viszont poli-
nomok hanyadosaval igen.

_ Pu(z) _ pot+piz+...+ppxt
Rm(x) T Qu(z) T gqotqizH...tqux?

Itt P, egy i -ed rendli ), pedig egy v -ed rendi polinom.
lgy 6sszesen m + 1 = p + v + 1 szabad paraméteriink van,
ha m 4 1 pontra illesztiink (hiszen ha pg/q, rogzitett, akkor
értékiik szabadon valaszthato).

Ha az interpolalandé fiiggvénynek pélusai vannak (divergal),
jobb kozelités mint a polinom. De ha nincs valés pélus,
viszont a fliggvény analitikus kiterjesztésének vannak pélusai
a komplex sikon a megadott pontokhoz kézel akkor is nagyon
rossz lehet a polinom kozelités. llyen fiiggvények hatvanysora-
nak a konvergencidjaval problémak vannak. A szamlalé és
nevezd rendje a problématdl fliggéen valaszthatd.
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Pl. az alabbi fiiggvénynek pélusa van a ¢ -ben de a valds
részének nincs. A ploinom még magas rendben sem képes
j6l interpolalni.

10 T T T T T T T T
U(xr2-1) ——
poly 10 --——---

-10

Hasonlé rekurziv formula felirhaté (HF: lasd a konyvben)
mint a polinom interpolacional.
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Kobos spline interpolacio

Eddig olyan mddszerekrél volt szé6 amelyek az 6sszes adott
pontot interpolaljak. Gyakran van sziikség kellsen sima in-
terpolaciora, de nem sziikséges egy explicit polinom alak.
Legegyszeriibb a pontpéaronkénti linearis interpolacié (a La-
grange formula specialis legegyszeriibb alakja)

y = Ay; + Byj+1

_ Tj+1=®

Tj+1—T;
B=1—-A=-2"%
Tj+1—T;

(Kijon egyszeriien a linearis egyenletébdl is:

) Yj+1 — Yy
J
Lj+1 = &y

y=y;+(x—=

atrendezéssel) Tekinthetjik agy is, hogy keresiik az A és
B linedris polinomokat, amelyek az y; ill.  y,41 linearis
egyltthatékkal kombinalva adjak meg a kivant interpolals
figgvényt.

Gyakran ez is elegendé azonban a megadott x; pontokban
nem léteznek az 1. és 2. derivaltak. A spline interpolacié
célja, hogy sima elsg drivaltja és folytonos masodik derivaltja
legyen az interpolalt fiiggvénynek.
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Szeretnénk, hogy

YyA(Ti) = s

yp(z:) = ya(z;)
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Oya .\ _ 9B
B ) = g Y

0%y 0?
8x§(xi) = S (a,)

Ez 4 egyenlet, negyedrendl interpolacié lehetséges, vagyis
pl. egy harmadrendi polinom. Ebb&l nem tul szemléletes
az interpolaciés polinom levezetése ezért inkabb tegyiik fel,
hogy ismerjiilk minden x; pontban a méasodik derivaltakat
(y;,) is.  Akkor ha hramdrendid polinomot véalasztunk az
interpolaciéhoz, akkor egy (z;,x;11) pontparra 4 linearis
egyenletet kapunk, aminek egyértelmi megoldasa lehet.

Keressiik a kovetkezs formaban fel az interpolaciés fliggvényt:
y = Ay; + Byj+1 +Cy; + Dy,

ahol A, B,C, D max. harmadrendii polinomok. A és B
legyen a fenti érték és

C =§(4° = A) ()41 — z5)*

o

D = §(B° — B)(zj+1 — 7;)°

1
6

adodik.  Leellenérizhetd hogy ennek masodik derivaltjai

valéban y;,y;, ;1 és a fliggvényérték is stimmel. A masodik
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derivaltakat nem ismerjiik eleve, viszont ha megkoveteljiik,
hogy a két szélsé pont kivételével minden pontban a jobb és
1/

baloldali els6 derivaltak megegyezzenek kapunk N — 2 | v,
-kben linearis egyenletet.

Lj—Tj—1

Ti_1 T _|_1—£U 1 x _|_1
J J J— J
yj 1 + yj T y_j—l—l -
yj—l—l_yj YTy -1
CCj_|_1—:L‘j a:j—xj_l

Ha még két szabad paramétert rogzitiink, akkor a kapott
egyenletrendszer megoldasaval egyértelm a masodik derival-
tak értéke. Rogzithetjiik pl. 0 -nak ylll -t és y;’\, -t, vagy
megadhatjuk pl. a hatarokon az els§ derivalt értékét.

Ez a spline illesztés tehat egy N — 2 ismeretlenes linearis
egyenlet megoldasaval jar. Viszont szerencsére egyszeri
an. tridiagonalis egyenletrendszer, vagyis egyliegy egyenlet-
ben egy ismeretlen mellett csak a két szomszédos indexii
ismeretlen van. Az ilyen lineédris egyenletrendszerekre elég
hatékony megoldas ismert (lasd késsbb).

0.02

T T
cubic spline
ata  +

0.015
0.01 -

0.005

0_

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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Interpolacié tobb dimenziéban

ltt csak a legegyszeriibb 2 dimenziés esetet targyaljuk né-
gyzetracson ismert pontokkal. A tobb dimenzids eset teljesen
analég, a random eloszlasi ismert pontokra valé interpolacié
bonyolultabb (Delanuey haromszégelés, Voronoi cellak).

Indexeljik a racsot 4,5 -vel. Ismert ((x,y)ij, 2ij). Sz-
eretnénk meghatéarozni z -t egy tetszéleges (x,y) pontban.

Polinom illesztés: A racs egyik pl. x iranyaban illesztiink
minden ismert y; értéknél z; = P (z) polinomokat. Most
az igy kapott polinomoknak meghatarozzuk az értékét a
kivant pont x értékénél. Ezeken a pontokon interpolalunk
immar y iranyban egy Gjabb z = P,(y) polinomot, mely y
helyen felvett értéke adja a kivant z -t.

f(x,y)=sin(x)*exp(y)+0.8*sin(x*2.54)*sin(y*3.54)
poly 5x5 -------

Ugyanezt megtehetjik polinom helyett kobos spline gor-
békkel. (bicubic spline)
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Bilinearis interpolacié: Hasonléan az 1 dimenziés esethez,
hatarozzuk meg, hogy a meghatarozandé pont x illetve y
koordinataja hogyan viszonyul az 6t bekeretezé 4 pont ko-

ordinataihoz:

t=(x—x;)/(xir1 — ;)

u=(y—y;)/(Yj+1 — Yj)

A z;; értékek azonos ardnyl linearis kombinacidja adja a
kivant értéket:

z=1—-1)(1—u)z; +t(1 —u)z@its); + (1 —
buzi(i+1) + Uz +1)

(L-t*(L-UY*2-+5(1-U)*0+(L-t) *U*O+t*u*2

Ez is folytonos feliiletet ad, viszont nem sima. Hasonléan
az 1 dimenziés esethez, itt is megkdvetelhetjiik még tovabbi
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feltételként a derivaltak folytonossagat is, viszont nem kapunk
egyértelmii egyenleteket a masodik derivaltakra, mint az
elsbb. Sziikséges 0z /0x , 0z/Dy és 8%z /0xdy derivaltak
explicit megadasa. A derivaltak értékétsl fiiggetleniil a feliilet
sima lesz, viszont nem garantalt, hogy j6l kozeliti a kivant
figgvényt.

— Typeset by Foil TpX — 25



