Adatmodellezés, fliggvényillesztés
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Bevezetés

Mérési (szimulaciés) adatokhoz akarunk egy egyszeri alak,
altalaban valamilyen elméleti megfontolas alapjan adott fiig-
gvényt talalni. A fiiggvény paraméterek segitségével felirhaté.
Cél olyan paraméterek talalni, melyekkel a fliggvény legjobban
visszaadja a mérési pontokat. Ezeknek a paramétereknek sok-
szor konkrét fizikai jelentése van. (Pl. ingamozgas kitérés-idg
diagrammjara valé illesztés segitségével akarjuk meghatérozni
a gravitaciés allandét.)

Altalaban felirhatunk egy kéltségfiiggvényt (hibafiiggvény,
energia) ami az illesztés josagat jellemzi. Ennek minimumat
keressiik a paramétereket véltoztatva. Ez altalanosan egy
nemlinearis optimalizaciés probléma melyrgl mashol szélunk.
Bizonyos fliggvényillesztésekre vannak specialis, erre optimal-
izalt megoldasok.

Az illesztéskor figyelembe kell venni, hogy a mérési adatok
hibat tartalmaznak, vagyis nem mindig a mérési pontokhoz
legkozelebbi fiiggvényt keressiik. Altalanosan mindegyik ko-
ordinata tartalmazhat hibat.

Sziikség lehet az illesztés soran megtalalt paraméterek pon-
tossagara, hibajara is, amit befolyasol az adatok mérési hi-
baja illetve az, hogy mennyire felel meg a modell a mérési
adatoknak (szisztematikus hiba). Optimalizaciénal gyakran
probléma, hogy a koltségfiiggvénynek tébb lokalis minimuma
is lehet.

Az illesztési probléma lehet egy illetve tobb dimenzids, a
paraméterek szerepelhetnek linearis vagy nemlinearis alakban.
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Gyakran el6fordulnak kiugré (outlier) pontok melyek jelen-
tésen torzithatjak az illesztést.

Megjegyzés: A fliggvény illesztés és az interpolacié hasonld,
de lényegében kiilbnbézd probléma. Interpolacional az ismert
pontokon athalads, itt azokat kézelitd figgvényt keresiink.
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A legkisebb négyzetek mddszere

Tegyik fel, hogy az (x;,v;), ¢ = 1...IN mérési adatokra
akarunk illeszteni egy fiiggvényt melynek paraméterei a;,

j=1..M

y(x) = y(zr;a1,as...am)

A gyakran hasznalt legkisebb négyzetek mdédszere a kovetkezé
modon keresi a paramétereket:

Nyilvan nem ez az egyediili lehetséges koltségtiiggvény, de
bizonyos feltételezések mellett ez adja a paraméterek leg-
valésziniibb halmazat. Pontosabban arra a kérdésre keressiik
a valaszt, hogy mely paramétervektor esetén maximalis annak
a valészinlisége, hogy az adott mérési eredményeket kapjuk.
Ezt maximalis valoszindségii paraméterbecslésnek (maximum
likelihood estimator) hivjuk.

Ha csak az y; adatok mérési hibajat vessziik figyelembe és ez
a hiba Gauss eloszldst, valamint a hiba eloszlasanak szérasa
azonos mindegyik mérési pontban, akkor a fent emlegetett
valésziniiség igy irhaté fel:
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P ﬁ {exp [; (yz —(;U(:Ci))2 Ay}

Ennek keressiik a maximumat, vagy — log(P) minimumat.

~log(P) = |} v i(xim] — Nlog(Ay)

Mivel N, o és Ay allandok, ez pont a legkisebb négyzetek
mddszerét adja vissza. P értéke megmondja, hogy mennyire
j6 az illesztés.

Fontos: ha a fenti feltételek nem teljesiilnek, a legkisebb né-
gyzetek mddszere ilyen formaban nem optimalis, de legalab-

bis nem a legnagyobb valdsziniiséghez tartozé paramétereket
kapjuk.
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Khi-négyzet illesztés

Ha mérési pontok hibajanak szérasa nem egyforma, kénnyen
altalanosithaté a fenti médszer (an. khi-négyzet illesztés) és
a kovetkezs koltségfiiggvény kaphaté:

Ny — ylzisaran)\
2 7 (%
=y (Ui

Tekinthetjik Ggy, hogy a o; szérasok segitségével silyoz-
zuk az eltéréseket, vagy pedig, hogy egységnyi szérasira
normalunk minden pontnél.

Mivel a mérési pontokrdl feltételeztiik, hogy normalis eloszlast
kovetnek, x? ilyen véletlen valtozék négyzetének dsszege. Az
ilyen tipust valészintiségi valtozék nem a Gauss eloszlast,
hanem az an. (N — M) szabadsagi foki khi-négyzet elos-
zlast kovetik. Ha az a; paraméterek linearisan szerepelnek,
akkor ez az eloszlas analitikusan megadhaté, igy megmond-
haté annak valészintsége (@), hogy az adott paraméterekkel
jellemzett modellen végzett mérés x? -nél nagyobb eltérést
ad. (@ = 0.1 tipikus, @ = 0.01 elfogadhaté, Q < 0.001
rossz modellre, vagy hibabecslésre utal.) Fontos, hogy a
mérési hibak becslése j6 legyen, kiilonben megtéveszts ered-
ményre juthatunk.

Annak feltétele, hogy x? -nek minimuma van az, hogy az a;
paraméterek szerinti derivaltja 0 legyen.
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ox* al v —y(x;)\ [ Oy(z;;aq...ap) -
2 () () s

=1 t

Ez altalaban M nemlinearis egyenletbdl all6 rendszerre
vezet, de ha az a; paraméterek linedrisan szerepelnek az
y(x; ay...apr) kifejezésben, akkor az egyenletek is linearisak
lesznek.
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Példa: egyenes illesztése

A legegyszeriibb példa, amikor egyenest szertnénk illeszteni
(linearis regresszio).

y(z) =y(z;a,b) = a+ bz

A koltségfliiggvény:

8X2 Yi —a — bxz
St SN
=5 ; o?
Ox? ol z;(y; — a — bx;)
=X —
0 ob ; o’

A fenti kifejezésekben a szummakat szétbonthatjuk az alabbi
jelolések segitségével:
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lgy a minimum feltétele:

aS +bS, = S,

aSy + bSzz = Szy
Az egyenletrendszer megoldasa:

A =SS, — S

S20Sy — SzSey
A

a =
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SS4y — S48,
A

h—

Figyelembe véve a hibaterjedés torvényét:

N 2
of )
2 2
behelyettesitve a-t és b-t:

02 = Sye/A

o7 = S/A

Ezek a hibdk csak a mérési hibakhatasat fejezik ki, ettdl a
pontok még szérhatnak messze az egyenestsl. Az illesztés
jésagat (azt, hogy mennyire j6l modellezi az egyenes a mérési
adatok kozti osszefiiggést) az (N — 2) szabadsagi fokd khi-
négyzet eloszlas adja meg a x? helyen.

Ha a mérés hibaja nem ismert, akkor a fenti képletek o; = 1
behelyettesitésével hasznalhaték (agy tekintjik hogy minde-
gyik pont hibaja megegyezik).
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Ha (mint a valOSAgban altalaban) nem csak az y;-knek van
hibdja, hanem az x;-knek is, akkor az aldbbira médosul a
koltségtiiggvény:

2 (yz —a — bwz)
b) =
X (aa ) z:Zl 0-57; n b20'%i

Ennek derivaltjaiban, amibél a minimumot szerenénk
meghatarozni a linearisan, viszont b nem linearisan szerepel,
igy egy nemlinearis egyenletrendszert kell megoldani, vagy
pedig altalanos minimumbkeresést kell végrehajtani, explicit
analitikus formula nem adhaté meg.
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Altalanos linearis legkisebb négyzetes
illesztés

Az egyenesillesztést konnyen altalanosithatjuk barmi olyan
figgvényre ahol a paraméterek linearisan szerepelnek. llyen
pl. egy polinom:

y(z) = a1 + asx + asz’... + a1

De a hatvanyok helyett vehetjiik z-nek tetszéleges X (x)
figgvényeit:

M

y(z) = ) apXp(z)

k=1

Az X fliggvények természetesen lehetnek nemlinearisak, a
probléma az ap-k szempontjabél linedris marad. A kolt-
ségfiiggvény:

Ennek minimumat keressiik, melynek az a feltétele, hogy
minden aj szerinti derivalt O legyen:
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N 1 M
(9a,k 202 vi— 0 X;(@) | Xal) k=1
=1 j=

Felcserélve a szummakat és bevezetve a kovetkezé jeloléseket:

Y Xg(x;)
o7

Br =

az alabbi egyszer( kifejezést kapjuk:

M
E agia; = Bk
j=1

Ez egy linearis egyenletrendszer, megoldhaté pl. a Gauss-
Jordan médszerrel. Ez a médszer azért is j6, mert segitségével
Cir = [a];kl inverzét is megkapjuk amire a paraméterek
hibajanak meghatarozasakor sziikség van.
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= = i X (1)
a; = lal;lBe =) Cj [Z - ;2 - ]
k=1 k=1 1=1 v

Az a; paraméterek hibdjat pedig a hibaterjedés alapjan
kaphatjuk meg:

lgy a paraméterek hibaja:

M M N
02(aj) = E E CikCji E d 0)2 ! >]
k=1 1=1 i—1 g

A szogletes zarjelben lévé rész pont ayy vagyis C' inverze,
vagyis:
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o*(aj) = Cjj

A diagonalis elemek tehat megadjak a paraméterek varian-
ciajat.

Matematikailag a fent vazolt a legegyszeriibb megoldas, azon-
ban bizonyos esetkben a linearis egyenletrendszer megoldé
algoritmusok a véges szamabrazolas miatt elszallhatnak.
llyenkor mas minimumkeresé algoritmus utan kell nézni, pl.

SVD (lasd a linedris egyenlet megoldasardl sz6l6 fejezetet,
illetve [1]).

Megjegyzések:

1. Gyakran a paraméterekben nemlinearis problémak is ata-
lakithatdk lineéaris illesztéssé. Pl

y(z) = aexp(—bx)

konnyen atirhaté a z = logly(zx)] illetve ¢ = log(a)
helyettesitéssel a

z(x) =c—bx

alakra, azaz a paraméterekben linearis formara hozhaté.
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2. A fent vazolt altalanos legkisebb négyzetek médszerével
val6 illesztés egyszelien alakalmazhaté tébbdimenzids flig-
gvényillesztésnél is, csupan Xy az x, vektorok fliggvényének
kell tekinteni, a levezetés megegyezik az el6zGekkel.

N 2

M
Vi — D g W Xk(Z;)
=3 =1

0

1=1

3. Ha a paraméterek nemlineérisan szerepelnek a fiiggvény-
ben (pl. y(z) = aexp(—bx?)), akkor is hasonléan irhaté
fel a koltségfiiggvény, vizsont a minimumkeresés nem vezet
linearis egyenletrendszerre és csak iterativ nemlineéris opti-
malizaciés mdédszerekkel kaphatjuk meg az eredményt. Egy
elterjedt algoritmus a Levenberg-Marquardt médszer.
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Konfidencia hatarok

A valédi jelenség paraméterit nem ismerjiik. Azokat prébaltuk
becsiilni egy méréssorozat alapjan. A mérések hibakat tartal-
maztak. Azt szeretnénk megtudni, hogy az illesztésbdl szar-
mazd paraméterek mennyire megbizhatéak. Elképzelhetjiik
ezt Ggy is, hogy a paraméterek terében a valédi jelenség
egy pont. Ha mérésteket végziink, és arra valé illesztés-
sel hatarozzuk meg a paramétereinket, akkor ezek a valédi
pont koriil szérédnak valamilyen eloszlasnak megfelelen. Jo6
lenne megmondani azt a tartomanyt pl. amin beliil mondjuk
68% valdszintiséggel vannak a paraméterek. A pontok elos-
zlasa ebben a térben gyakran igen bonyolult 6sszefiiggésben
van a mért paraméterek hibajaval, azokbdl kdzvetlenil nem
szamithato ki. A probléma az, hogy az eloszlas valodi cen-
trumat nem ismerjiik, illetve, hogy nem tudunk sok mérést
végezni, hogy igy rajzoljuk fel az eloszlast.
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A sok mérést szimulalhatjuk Monte Carlo eljardssal. Ve-
gyiik az illesztésbsl kijott paraméterekkel felirt modellt, és
az alapjan generaljunk mérési pontokat, melyhez adjunk hi-
bakat. Ezekre a szimulalt mérési adatokra ismét illessziink
modellt, és jegyezziik fel a kapott paramétereket. Sok ilyen
szimulacié kirajzol egy eloszlast. Ez az eloszlas nem a valédi
paramétervektor koriil lesz, viszont feltételezhetjiik, hogy az
eloszlas alakja, paraméterei, megegyeznek az igazival.

Egy egyszerii, gyakran hasznalt Monte Carlo médszer az an.
bootstrap médszer. Itt egyszerlien a meglévd mérési pon-
tokat hasznaljuk fel, Ggy hogy tgy generalunk djabb és Gjabb
szimulalt méréssorozatokat, hogy visszatevéssel vesziink ki
mérési pontokat. Ha pl. mindig IN pontbdl all6 sorozatokat
csinalunk, azokban egy részben tobbszordsen szereplé pontok
is lesznek. Ezekre a halmazokra aztan mindegyikre illesztiink,
és az igy kapott paramétervektorok eloszlasat nézziik. Ez a
modszer csak akkor ad értékelhets eredményt, ha a mérési
pontok egymastdl fiiggetlenek és felcserélhetsek.

Ha a hibak Gauss eloszlasuak, akkor a koltségfiiggvény op-
timuma koriil a koltségfiiggvény-(hiper)felilet a paraméter-
(hiper)sikkal parhuzamosan elmetszve, és azt levetitve ellip-
szoidokat kapunk. Ezek szintén hasznalhatéak konfidencia
hatarként. Nem Gauss hibdk esetében nem ellipszoidokat,
hanem altalaban bonyolultabb alakokat kapunk.
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“Robusztus’ becslés

A kiugré pontok (outliers) nagyon el tudjak rontani az
illesztést.

0.8 - +
0.6 - + y
0.4 + ,/,’»3;‘

02 . e +

-0.2

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Ha a mérési hibanak az eloszlasat nézzik, akkor a Gauss-nal
sokkal jobban kiterjedt, an. hosszufarka eloszlast talalunk.
A probléma megoldasa elvileg az, hogy visszamegyiink a kiin-
duléponthoz, amikoris felirtuk egy adott paramétervektorhoz
tartozé valésziniiséget:

P x H {exp [—p(¥i, y(xi; a1, ...am))] Ay}

csak a Gauss eloszlas helyett az aktualis (hossztfarka) elos-
zlast irjuk be. Ha p a siirliségtiiggvény negativ logaritmusat
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jeloli (Gaussnél ez egyszeriien a két argumentum kiilonb-
ségének négyzete osztva a szérasnégyzettel), akkor a fenti
formula segitségével a legkisebb négyzetek moédszeréhez ha-
sonl6 kifejezéseket kapunk a fenti valésziniiség maximal-
izalasakor, vagyis az alabbi kifejezés minimumat keressiik az
aj paraméterek terében:

Egy mésik lehetséges robusztus mdédszer nem a négyzetes
eltérést minimalizalja, hanem az eltérések abszolat értékét.
Mivel az eltérés nam négyzeten szrepel, a nagy eltérések
relative kisebb sullyal adédnak a koltségtiiggvényhez, igy
kevésbé huzzék el az illesztést.

N
Z ly; — y(x5;a1...ap0)| /o5
i=1
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