Kozonséges differenciadlegyenletek
megoldasa
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Bevezetés

A differencialegyenlet rendje mondja meg, hogy mi a legma-
gasabb rend( derivalt. Belathat6, hogy megfelels aj valtozok
bevezetésével minden magasabb rendd differencialegyenlet
atalakithaté egy csatolt elsé rendii ditferencialegyenletrend-
szere. A csatoltsag azt jelenti, hogy ami az egyik egyenletben
a jobb oldalon szerepel, annak a derivaltja eléfordul egy masik
egyenlet baloldalan. Pl. a

d*y dy
@—H](x)%:r(az)
masodrendd egyenlet a z(x) = dy/dzr ) valtozéval a

kovetkezd elsérendii differencidlegyenletre irhaté at:

dy
o= z(x)

% = 1(a) ~ g(@)2()

Néha praktikus nem egyszerien a valtozé derivaltjait
bevezetni (j valtozénak, hanem annak valamilyen fliggvényét
pl. a fliggetlen valtozéval kombinalva. Ilyenkor gondolni kell
a szamabrazolasbdl adddé esetleges problémakra, kiilondsen
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tulcsordulas fordulhat el olyan folyamatokban ahol gyors
valtozasok vannak.

Altalanos alakban tehat igy irhaté fel a megoldandé probléma:

dy; .
yd;x) = filx,y1,..,yn), t=1,...,N

Az egyenletek jobb oldala adott. Cél az y;(x)-k megadasa
tetszbleges x esetén, tipikusan egy végsé pontban vagyunk ra
kivancsiak, vagy meghatarozott diszkrét idépontokban. Ah-
hoz hogy a problémanak egyértelmii megoldasat kapjuk, sziik-
ség van még a peremfeltételek rogzitésére is. Ez leggyakrab-
ban a kezdeti feltételek rogzitését jelenti (y;(x = 0) = y;0).
Elsfordul azonban, hogy ezek valamilyen algebrai kifejezése
adott csak, s6t az is lehetséges, hogy a kiilonbozs értékek
nem azonos idépontokban ismertek (pl. tudjuk hogy a
kezdeti idépontban melyik helyrél indul a részecske és is-
merjiik a végss id6pontban sebességét, és ezek segitségével
kell a palyat meghatarozni). Itt az egyszeriibb elsé esetet
targyaljuk, a masodik tipus megoldasara talalhatok iteracios
mddszerek [1]-ben. A tovabbiakban a fenti differencialegyen-
letrendszerbdl csak egynek a megoldasat irjuk fel mindig, és
f-nek csak egy y-tél valo fiiggését. Az egyenletek indexe
helyett a diszkrét lépéseket irjuk ki. Az egyenletrendszer
egyenleteit parhuzamosan kell megoldanunk, minden g;-vel
parhuzamosan ugyanazt kell tenni..

Yion+1 — Yin = hfl(xna Yi,n, yN,n) helyett
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UYn+1 — Yn = hf(:l?n, yn)

A differencialegyenletek numerikus megoldasa az Ggynevezett
Euler médszeren alapul. Ennek lényege az, hogy a differ-
encidlegyenlteket atirjuk dz |épések helyett véges h = Ax
lépésti differenciaegyenletekre. Igy léptetjiik a differenciae-
gyenletet, és ha a lépéskoz kellen kicsi, a valodi megoldast
kozelitjik. Ennek a mdédszernek direkt implementalasa al-
talaban nem optimalis.

Az alabb leirt Runge-Kutta médszer tobb Euler 1épés kom-
binaciéjabol allit els egylépést, tgy, hogy a diszkretizalas-
bdl szarmazd hiba h-ban masodrendiirél 6tod- vagy maga-
sabbrendiire csokken. A mddszer sebessége és pontossaga
javithatd, ha a lépéskozt adaptiv médon annak megfelelen
valtoztatjuk, mekora valtozasok torténnek éppen az adott
lépésben. Hitrtelen nagy valtozasoknal kisebb lépéskoz sziik-
séges, mig lasst valtozasok esetén nagy lépéskoz is elegends
pontossagot adhat és felgyorsithatja az algoritmust. Ez
a moédszer klasszikusnak nevezhetd, olyan esetekben azon-
ban amikor nagy pontossagra van sziikség célszer(i hasznalni
a Richardson extrapoldciés (vagy Bulirsch-Stoer) médszert
amely extrapolalja a véges |épéskozzel kapott eredményeket
a végtelen kicsi lépéskozre.
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A Runge-Kutta mddszer

Az Euler formula

Yn+1 = Yn T+ hf(xna yn)
h-ban elsérendig pontos, hiszen a Taylor kifejtés értelmében

B 1 dy 1d%y

ez pont a jobb oldal elsé két tagjat adja, vagyis a hiba O(h?).
Az Euler formula forditva is felirhatd, vagyis y,, is kifejezhets
Yn+1-b6l. Latjuk azonban az aszimettriat, hogy a derivalt
(f) mindig az z,, pontban szerepel. Lépjiink e helyett ezzel
a derivaltal (k1) el6szor csak a lépéshossz felével, szamoljuk
ki ott a derivalt értékét, és hasznaljuk ezt a teljes |épésben.

kl — h.f(xna yn)

Yn+1 = Yn T+ ko + O(hg)
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mert

Y(z+h) = y(z)+hf(3+0.5h, y(z+0.5h)) = y(w)—i—hj—i(w—mb

Ezt nevezziik masodrendii Runge-Kutta mddszernek.

Tobb kilonbozé médon felirhatéak olyan kifejezések, ame-
lyek elsérendban ugyanazt az eredményt adjak, viszont a
magasabbrendii korrekcidk egyiitthatéi kiillonbdzéek. Ezek
megfelel& linearkombinacioval kiejthetsek, igy csak magasab-
brend( korrekcié marad. A leggyakrabban hasznalt formula
a 4-ed rendii:

kl — hf(xna yn)
ko = hf(ilfn + 0.5h, Yy, + O5]€1)

ks = hf(xn T hayn T k3)
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B ki ko k3 k4 5
yn+1—yn+6+3+3+6+0(h)

abra ...

Mivel % = f(x,y), tekinthetjik ezeket agy is, hogy az
y(x,) = yn kezdeti feltételnek eleget tevd differencidlegyen-
let integraljat kozelitjik valamilyen kozelité integralformula-

val (pl. Simpson formula)

Lni+1

y(xn—l—l) = Yn + / f(SC, y)dCII

Ln

Lathaté, hogy a fenti 4-ed rendd mddszernél négyszer
kell kiértékelni a fiiggvényt 1 lépéshez, mig az el6tte
levé formulanal csak kétszer kellett. Ez akkor éri meg,
ha ugyanakkora pontossdg mellettlegalabb kétszer akkorat
léphetiink.  Ez altalaban teljesiil, vagyis érdemes maga-
sabbrend{i médszert alkalmazni, de ez altaldnosan nem bi-
zonyithato.
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Adaptiv lépéshossz valtoztatas

Amikor sima, unalmas részszét integraljuka a differenciale-
gyenletnek, adott pontossag mellett megengedhetiink nagy
lépéseket is, mig gyorsan valtozé szakaszokon kis |épésekben
kell haladni. Nyilvan nem optimélis végig a meredek részek
miatt megkovetelt pontossaghoz tartozé kis |épéskozzel
menni. lgy nagysagrendi (pl. szazszoros) sebességnovekedést
is elérhetiink.

Ehhez valahogy folyamatosan figyelni kell a hibat amit egy
lépésben elkovetiink. Pl. a 4-ed rendii Runge-Kutta mad-
szernél egy lépést tegyiink meg egyszer teljesen (y1) egyszer
meg két fél lépésben (y2). Mindegyik lépés 4 fiiggvényk-
iertékelést igényel (amibdl belathato, hogy van ketts amelyik
ugyanaz, vagyis 6sszesen 11 kell), viszont igy fél |épésnyi pon-
tossagi a felbontasunk. Vagyis 11 fliggvénykiértékelésiink
van a 8 helyett, ugyanazon felbontashoz. A két eredmény
kozti kiilonbség

A=yy—1

hasznalhaté a hiba becslésére. Létezik ennél még optimalis-
abb, kevesebb fiiggvénykiértékeléssel megvalésithaté médszer
is ami hasonlé elvek alapjan irhat6 fel (lasd Fehlberg méd-
szer).

A kapott A érték segitségével szeretnénk valahogy az opti-
malis |épést megadni. Ha negyed rendi mddszert hasznal-
tunk, akkor A skalazasa h® szerint megy, vagyis ha a
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probalépés hi eredményeképp A; hibat kaptunk, akkor
azt a hg lépéskozt, ami az optimalis Ag hibat adnd igy
hatarozhatjuk meg:

0.2

Ao

ho = hq A,

Ha tobb csatolt differencidlegyenletiink van, akkor minden
valtozéra kaphatunk optimalis |épést, nyilvan a legrosszabbat
kell valasztani. Tehat ha a prébalépés a kivantnal nagyobb
hibat adott, akkor az igy meghatarozott kisebb [épéssel meg
kell azt ismételni, ha pedig a hiba kisebb mint a megengedett,
akkor a kovetkezé |épést mar a nagyobb |épéskozzel tehetjiik
meg.

A fent vazolt |épéshossz szbalyzassal ellatott Runge-Kutta
mdédszer elég stabil, akkor is ha a diferencialegyenletek nem
folytonos fliggvényeket is tartalmaznak. Ha viszont sima fiig-
gvényeink vannak csak, akkor van numerikusan optimalisabb,
nagyobb pontossagot lehetévé tevd maédszr is:
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A Richardson extrapolacié és a
Bulirsch-Stoer mddszer

A moédszer lényege az, hogy megprobalunk nagyokat lépni
(H) tgy hogy a lépés végén lévs értéket kiszamoljuk egyre
finomabb H = nh |épéskozii felbontdsanal, és a kapott
eredményekre extrapoladlunk a h = 0 esetre. Az extrapola-
cidhoz altaldban polinomot vagy racionalis fliggvényt célszerii
valasztani.

A sziikséges fliggvénykiértékelések szamanak minimalizasara
alkalmazhaté az an. médositott kézépponti médszer (modi-
fied midpoint method) :

zo = y(x)

z1 = zo + hf(x, 2o)

Zma1 = Zm—_1+2hf(x+mh, z,,) m=1,2,...n—1

yx+H) =1y, =05z, + 2,1+ hf(x+ H, z,)]

Ez hasonlit a Runge-Kuttdhoz, viszont a szélsé pontok
kivételével a kovetkezé pontot mindig a kettével el6tte lévébal

— Typeset by Foil TpX — 10



allitja els, Ggy hogy az el6zében |évé derivaltat hasznalja.
Belathaté réla, hogy szemben a RungeiiKuttaval, ahol egy
lépéshez 4 fiiggvénykiértékelés kellett, itt atlagosan 1.5 kell
ugyanazon 4-ed rendi hibanal.

— Typeset by Foil TEX - 11



Implicit médszerek

Ha olyan lineéris differencidlegyenlet rendszriink van ahol
nagyon kiilonb6zd skalan szerepel a fliggetlen valtozé a kiilon-
boz6 tliggs valtozok megoldasaiban, akkor gyakran eléfordul,
hogy a stabilitds miatt irredlisan kis lépéseket kell tenni.
Vegyiik a

/

y = —cy c¢>0 konstans

egyenletet, melynek megoldasa y(x) = exp(—cx). Ha az
egyszerii Euler formulat irjuk fel, akkor

Yn+1 = Yn + by, = (1 — ch)yn

Ezt explicitnek nevezhetjiik, mert y,, 41 direkt médon ki van
fejezve az el6z6 lépésbeli értékkel. Nyilvan, ha h > 2 /¢ akkor
lyn| a végtelenhez tart, ahogy a lépésszammal haladunk a
végtelen felé, ahelyett, hogy a 0-hoz tartana.

Az ilyen problémak sokkal rejtettebben is elgjohetnek pl.:

u' = 998u + 1998v

v/ = —999y — 1999v
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a u(0) =1, v(0) = 0 peremfeltételekkel. A

u=2y—=z

vV=—Y+z

transzformaciékkal egyszertien megkaphatjuk a

v = —e% + e—lOOOx

megoldast.  Amint az elébb lattuk ennek stabilitasdhoz
h < 2/1000 kell, pedig nyilvan a masodik tagok teljesen
elhanyagolhatdak az els6k mellett, igy azoknak kellene beal-
litani a |épés skalajat.

Vegyiik az Euler |épést visszafelé:

Yn+1 = Yn T hyqlz—H

Itt y,11 szerepel a bal oldalon és a jobb oldalon is a de-
rivaltban (implicit), de pl. az elején felirt egyszerii esetre
kifejezhetd:
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Un
1+ ch

Yn+1 —

Mivel ¢ pozitiv, lathatjuk, hogy a médszer tetszélegesen nagy
h értékekre stabil.

Ha linearis differencialegyenlet rendszeriink van, akkor, ahhoz,
hogy az implicit kifejezésbdl explicit alakot kapjunk, linearis
egyenletrendszert kell megoldanunk minden lépésben. Ez az
ara a stabilitasnak, viszont gyakran jobban megéri, mint kis
|épéseket valasztani.

Ha nemlinearis fliggvények is szerepelnek, akkor a helyzet
még rosszabb, nemlineéris egyenletrendszerekre ugyanis csak
iterativ. moédszerek vannak. Meg lehet prébalkozni (ha h
nem tdl nagy) a probléma linearizalasaval. Ez az an. szemi-
implicit Euler médszer.

Természetesen az implicit médszerek is javithatéak, csokken-
thetd a hiba rendje, hasonléan mint a Runge-Kutta (Rosen-
brock vagy Kaps-Rentrop médszer) illetve a Bulirsch-Stoer

(Bader-Deuflhard médszer) médszer (lasd [1]).
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