Sajatértékek és sajatvektorok
meghatarozasa

Legyen A egy N X N-es matrix. Ennek sajatértéke A
sajatvektora pedig x ha fennall a kovetkezs egyenlet:

A -x=)x

Nyilvan tetszéleges skalarszorosa a sajatvektornak szintén
sajatvektor, ezeket nem tekintjiik sajatvektornak. A 0 vektort
(trividlis megoldas) szintén nem tekintjiik sajatvektornak. A
fenti egyenlet csak akkor teljesiilhet, ha:

det|A — A1| =0

A sajatértékek megtalalasanak legegyszeriibb médja a fenti
determinans kifejtése.  Ezzel kapunk egy N-ed rendi
polinomot (karakterisztikus egyenlet) melynek gydkei a
sajatértékek. Lathatjuk tehat, hogy N sajatérték van, amik
kozott lehetnek egyforméak (degeneraltak) is. Ez a méd-
szer altaldban csak N < 4 esetben optimalis, ahol explicit
megoldé képlet van a polinom gyokeinek megkeresésére. A
magasabb rendl polinom gydkkeresése messze nem optimalis
modszer a sajatértékprobléma megoldésara.
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Tételek, 6sszefiiggések:

Ha az egyenlet mindkét oldalahoz hozzdadunk 7x-et, akkor
a a sajatértékek eltolédnak, de a sajatvektorok valtozatlanok
maradnak.

A-X+717x=\X+7X

(A+71)-x=(\+7)x

Ezt az invarianciat sok algoritmus kihasznalja.

A matrix szimmetrikus, ha a;; = aj; vagyis megegyezik a
transzponaltjaval A = AT,

A matrix hermitikus, ha a;; = aj;vagyis megegyezik a tran-
szponaltjanak a komplex konjugaltjaval A = A

A matrix ortogonalis, ha a megegyezik a transzponaltjanak
inverzével, vagyis AT - A=A AT =1

A matrix normal-matrix, ha felcserélhets6 a Hermite-

konjugaltjaval, A" - A =A - AH

A matrix unitér, ha a Hermite-konjugaltja megegyezik az
inverzzel AH = A1

Valds matrixokra a hermitikus és szimetrikus, valamint az
unitér és az ortogonalis tulajdonsag ekvivalens, és mindkét
fenti csoportba tartozé matrixok normal matrixok.
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A hermitikus matrix - igy tehat egy valds szimmetrikus méatrix
- sajatértékri mind valésak. Ezzel szemben egy nem sz-
immetrikus valés matrix sajatértékei tartalmazhatnak valds
értékrkrt, valamint komplex-konjugalt parokat, egy komplex
matrix sajatértékei tetszéleges komplex szamok lehetnek.

A normalméatrixok a sajatvektorok szempontjabdl fontosak.
Ha egy normalmatrix sajatértékei mind kiilonbozdek, akkor,
a sajatvektorok egy teljes ortogonalis bazist alkotnak az NV
dimenziés téren. Ha vannak degeneralt sajatértékek, akkor
az ezekhez tartozé sajatvektorok csak egy linearkombinacié
erejéig vannak meghatéarozva (sajat altér), viszont ortogo-
nalizalhatéak (pl. Gram-Schmidt) és igy teljes ortogonalis
bazis alakithaté ki. A normalt ortogonalis sajatvektorok
mint oszlopok altal alkotott matrix unitér. Specidlis eset a
valds szimmetrikus matrix sajatvektoraibdl alkotott matrix,
ex ortogonalis, mert a sajatvektorok valésak.

Ha a matrix nem normalmatrix, (pl. gyakran el&fordul-
nak az an. véletlen matrixok, vagyis valés nem szim-
metrikus matrixok). akkor a sajatvektorok altalaban nem
ortogonalisak, és nem biztos (de gyakran azért igen), hogy
teljes bazist alkotnak. Viszont a jobb és baloldali sajatvek-
torok kozott mindig fennall a kévetkez6 ortogonalitas. Irjuk
fel a baloldali sajatvektorokat

X-A=)x

Ezek megegyeznek a transzponalt matrix jobboldali sajatvek-
toraival, vagyis szimmetrikus méatrixra a jobb és baloldali
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sajatvektorok megegyeznek. Mivel a determinans invarians
a transzponalasra, a karakterisztikus egyenletet itt is felirva
lathatjuk, hogy a sajatértékek a jobb és baloldali sajatvek-
torokra megegyeznek. Ha mint a jobb és baloldali sajatvek-
torokbdl készitiink egy-egy matrixot, X psorai a baloldali és
X g oszlopai a jobboldali sajatvektorok, akkor a sajatérték-
egyenletek

A - XR — XR . dz'ag()\l...)\N)

XL A= diag()\l...)\N) . XL

alakulna, és megszorozva Gket a jobb ill. baloldali sajatvek-
tormatrixokkal, a baloldalak megegyeznek, igy a jobb oldalak
IS

(XL . XR) . dz'ag()\l...)\N) = d'éa,g()\l...)\N) . (XL . XR)

Ez a felcserélés viszont csak akkor teljesiilhet, ha (X - XRg)is
diagonalis, vagyis minden jobb oldali sajatvektor orto-
gonalis az Osszes tobbi baloldali sajatvektorra, kivéve a
neki megfelel6t, az azonos sajatértékhez tartozét. Ha a
diagonélisban is van 0 elem, akkor a bazis nem teljes. A
vektorok normalizalhatéak, igy elérhets, hogy (ha létezik az
inverz) a jobb és baloldali sajatvektorokbdl a fenti médon
alkotott matrixok egymas inverzei legyenek.
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lgy igaz, hogy
X:' A Xg = diag(Ar...AN)

Az ilyen tipusi transzformaciét, ahol egy matrixszal és az in-
verzével jobbrdl, balrél szorzunk egy matrixot, hasonlésagi
transzformacionak hivunk.  Belathaté a karakterisztikus
egyenletet felirva, hogy a hasonlésagi transzforméacié nem val-
toztatja meg a sajatértékeket. Valés szimmetrikus matrixok
esetén Xél = X, = X% vagyis a hasonlésagi transzforma-
cié ortogonalis transzformacio is.

Ezen az Osszefiiggésen alapulnak altaldban a sajatproblémat
megoldé programok. Vagyis kell6en megvalasztott transzfor-
maciéval a matrixot egyre kozelitjiik a diagonalishoz,

A—-P/' AP, P, P[' AP, -Py— ...

igy megkapva a sajatértékeket az atléban illetve a sajatvek-
torok matrixat

Xr=P;-Py-...

A feledat tehat olyan P; transzformaciok megtalalasa, ame-
lyek pl. sorban kinullazzak a méatrixelemeket a diagonalison
kiviil. Ezt a transzformaciét vagy explicit médon felirjuk (Ja-
cobi transzformacié) vagy pedig faktorizaciéval kapjuk meg
(QR-transzformacio).
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Léteznek kifinomult sajatértékprobléma programcsomagok
(NAG, IMSL, EISPACK) amelyek kilén optimalizalt
megoldast kindlnak a kovetkezé esetekre

- Osszes sajatvektor és sajatérték kell

- Osszes sajatérték és néhany (pl a legnagyobbakhoz tartozo)
sajatvektor kell

- csak a sajatértékek kellenek
illetve ezen beliil

valds, szimmetrikus, tridiagonalis vagy sdvmatrix

valds szimmetrikus

valés nem szimmetrikus

komplex hermitikus
- komplex nem-hermitikus.

ltt valds szimmetrikus matrixokra frunk fel médszereket.
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A Jacobi transzformacidé

Olyan hasonlésagi transzforméacidkat keresiink tehat, amelyek
a diagonélison kiviili elemeket eltiintetik. Ez a modszer
egyszerii, nagyon stabil, viszont ha N > 10 akkor kb. 5-6d
olyan gyors mint pl. a QR médszer.

A transzformaciok sik-forgatasok, vagyis

az egységmatrixtol csak a pp, qq, pq, gp helyeken kiilonbzik
és teljesiil, hogy c* + s? = 1, vagyis egy forgatasi szog
cosinusaként és sinusaként irhatéak fel. Ha felirjuk vele a
szimmetria transzformaciét

A =P -A-Py
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I ay, - Qi |
e %1 e Ay e Qe e Gy
Qg1 - Qhp e Qhg e Oy

i o Ay e Qg e |

akkor csak a fenti elemek valtoznak meg az allabbiak szerint

(r #p,4q)

Ay, = Clrgq + Sprp
_ 2 2
Ay, = Cpp + Sgu — 28Capq

, 2 2
Ay = S Gpp + C7aqq + 25Cap,

pq — (C2 — 32)%(1 + sc(app — Gqq)
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Tegytik aj -t 0-va. lgy az elforgatasi szogre kapunk egy
egyenletet

2 _ 2 _
cthgb:C $°  Qgq — Gpp

2sc 2apq

lgaz, hogy ha ezek utdn egy masik elemet 0-zunk ki
a kovetkezd lépésben, akkor az elézd elem elromlik, de
belathatd, hogy a diagonélison kiviili elemek négyzetdsszege
(S =2 rrts lars|”) egy lépésben 2 |ap,| el csokken, vagyis
monoton médon a 0-hoz tart.

Ha tehat ezeket a transzformacidkat egymas utan alkalmaz-
zuk, akkor a matrix diagonalizalodik, és a diagonalisban a
sajatértékeket kapjuk. A sajatvektorok a transzforméaciok
szorzatmatrixanak oszlopaibdl Xz = P1-Ps - ... kaphatéak
a

X% - A - Xpg = diag(A1..\N)

értelmében. Az eredeti médszer (Jacobi, 1846) szerint mindig
a legnagyobb elem indexei alapjan praktikus a kovetkezs
transzformaciés matrixot felirni. Ez, kézzel kis matrixoknal
valéban j6 mdédszer, viszont N?-el skalazik ennek megk-
eresése, ami jelentésen lerontja a mdédszer sebességét. E
helyett miikodik az is, hogy sorban (akar egymas utan tébb-
szor) végigmegylink a nemdiagonalis elemeken.
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A Householder redukcid

Az alabbi médszernél el6szor el6készitjiik a matrixot a House-
holder redukciéval oly médon, hogy gy transzformaljuk,
hogy tridiagonalis alakra hozzuk, majd ezt faktorizaljuk,
és a faktorizaciobdl kapjuk azt a matrixot, amely orto-
gonalis transzforméaciéval haromszog alakra hoz, igy megadja
a sajatértékeket.

A tridiagonalizalashoz irjuk fel az tn. Householder matrixot
a kovetkezd alakban

P=1-2w-w’

alakban, ahol w egy egységnyi hosszisagi vektor, vagyis
wlw = 1. Belathaté, hogy P? =1, vagyis P~! = P és
a definicié alapjan lathats, hogy P = P, igy P1 = P!
vagyis ortogonalis transzformacio P.

Legyen x az A matrix elsé oszlopa és legyen u = x £ |x| ey,
ahol e; az els6 egységvektor [1,0,....0]7. A

1

H==|u
2

normalé faktorral felirhatunk egy Householder méatrixot

ll'llT

P=1-
H
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Ha ez hat az A maétrixra, ezen belill az elsé oszlopara x-re is

P-x=x—% (xt[x[e))! -x

2
_ 2w (|x|7E[x]z1)
2|x|?+2|x|z1

=X—1u

= :|:|X|€1

akkor lathatjuk, hogy az elsé elem kivételével mindegyiket
lenullazza. Végezziink tehat transzformacidkat sorra

Ar=P-A-P

alakban, ahol P; 2 = 1...N legyen egy olyan matrix, melynek
elsé 1 oszlopa és sora egy egységvektorral egyezik meg, a tobbi
része pedig egy olyan Householder méatrix, amelyik az #-ik
oszlop als6 N — ¢ elemével késziilt a fenti médon. Ez tehat
az utols6 N — ¢ — 1 elemet kinulldzza az -k sorban és
oszlopban, vagyis csak a tridiagonalis alak marad.

1 00 0
0 1
0 1
P, =
P}gn—k)
| 0 i
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_0,11 k0 0

o N

P,-A -P,=
tetsz.

Ez a transzformaci6 P definicijanak behelyettesitésével
olyan alakra hozhat6, amelyben nem szerepel explicit matrix
szorzas, csak vektorszorzasok, jelentésen gyorsitva az algorit-
must. Az igy leegyszeriisitett matrix sajatértékei ugyanazok
mint az eredeti matrixé, hiszen ortogonalis transzformaciokat
végeztiink. A sajatvektorait pedig gy kapjuk, hogy az
egyszeriisitett matrix sajatvektorait beszorozzuk az akku-
mulalédott vektorral V. = P; - Ps...

V- -A- V. x=)x

V-V-A.V.x=A-V.x=)\V- -x

— Typeset by Foil TEX — 12



A QR mddszer

A sajatértékek megkereséséhez hasznaljuk a faktorizacids
médszert, ami elvileg a fenti egyszerisités nélkil is és al-
talanos matrixra is alkalmazhaté, de gy nem optimalis nu-
merikusan. Az alapétlet az, hogy bontsuk fel a méatrixot egy
ortogonalis és egy felsé haromszogmatrix szorzatara

A=Q-R

A dekompozicié megteheté Housholder matrixok segitségével,
agy hogy a diagonalis alatti elemeket sorra kinullazzuk. Ezen
matrixok szorzata egy ortogonalis matrix lesz, aminek inverze
is ortogonalis, a jobb oldalon pedig egy felsé haromszog-
matrix jelenik meg. Altalanosan a QR transzformacié N>-el
skalazik, igy altalanos matrixra nagyon lassi, tridiagonalis
matrixra viszont csak N-el. Igy a Householder redukcié utan
alkalmazva (ami szintén N3-el skalazott de kisebb egyiit-
thatéval, mint az 4ltalanos QR transzformacié vagy az ménti
Jacobi transzformacio) gyors.

Mivel az ortogonalitas szerint Q1-Q =1, ezért R = Q1-A.

Ha forditott sorrendben irjuk fel a faktorméatrixokat akkor egy
masik matrixot kapunk, hiszen nem kovetelmény a felcsrél-
het&ségiik

A'=R-Q

Az elébb levezetett dsszefliggéshdl viszont
AT
A=QT - A-Q
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vagyis a forditott sorrendben felirt faktorméatrixok az ere-
detinek ortogonélis transzforméaciéjat adjak. Ha ezt a tran-
szformaciét egymas utan tobbszor alkalmazzuk

A1 =Qi -Ar-Qy

akkor belathaté (hossza), hogy ha a sajatértékek abszolut
értékei kilonbozdek, akkor Ay hatarértéke egy felsé harom-
szog matrix lesz.  Ennek atl6jaban a sajatértékek lesznek
melyek, mivel csak hasonlésagi transzformaciokat alkalmaz-
tunk, megegyeznek az eredetivel. A haromszog matrix
sajatvektorai a trividlis egységvektorok, és ezekbdl hason-
|6an mint a Householder redukciénal lattuk megkaphatéak
A sajatvektorai.

A hatarértékére vonatkozd bizonyitds azt is megmutatja,
hogy a diagonalis alatti elemek (Ag)i; = (Xi/A;)* rendben
tartanak 0-hoz. Ez a konvergencia akkor romolhat le, ha van
két sajatérték, amely kozel egyforma. Ekkor alkalmazhatjuk
a sajatvektorok eltoldsat. Ismert, hogy ha a matrixbdl az
egységmatrix T-szorosat levonjuk, akkor az igy kapott matrix
sajatértékei az eredeinél 7-val kisebbek. Ha tehat erre az
eltol matrixra alkalmazzuk a dekompozicié iteraciés algorit-
musat, akkor az eltolt sajatértékek aranya hatdrozza meg
a konvergenciat, ami 7 megfelel§ valasztasa esetén sokat
javithat.

Nem szimmetrikus matrixok sajatérték problémajara nem
létezik ilyen hatékony altaldnos mdédszer.  Ekkor ugyanis
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bizonyos esetekben a sajatértékek nagyon érzékenyek lehet-
nek a matrixelemek nagyon kis valtoztatasara masrészt lehet
olyan is a matrix, hogy a sajatvektorok nem alkotnak teljes
bazist. A sajatértékek (illetve azok kozelitése) megkaphato
agy, hogy a matrixot Ggynevezett Hessenberg alakra hoz-
zuk, ami hasonlit pl. a fels6 haromszog alakhoz, azzal a
kiillonbséggel, hogy a matrix atléja alatti al-atlé sem nul-
lakbdl all.  Ez vagy a Gauss eliminaciénal emlitett atren-
dezéssel vagy a Householder transzformacidkkal tehetd meg.
Ezutdn a szimmetrikus esethez hasonléan alkalmazhatjuk a
QR-médszert. Ez a szimmetrikus esettel szemben ahol O(N)
iteraciéra volt sziikség O(IN?) lépést igényel a Hessenberg
alakt matrixokra. Részletek [1]-ben.
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Hatvanyiteracio

Gyakran sziikség van a legnagyobb sajatértékhez tartozé
sajatvektor meghatéarozasara akkor is, ha az 6sszes sajatvektor
meghatdrozasa nem lehetséges a szamitasi kapacitas miatt.
Ha valés normalmatrixrdl van szd, akkor a sajatvektorai teljes
ortonormalt bazist alkotnak. Akkor, ha a legnagyobb ab-
szolutértéki sajatérték nem degeneralt, akkor alkalmazhaté
az alabbi iteracié.

Egy tetszéleges yo kezdeti vektor felbonthaté

N
Yo = E QXK
k=1

alakban, a jobb oldali sajatvektorokkal. Ezt megszorozva az
A matrixszal képezhet§ egy iteracié

N N
yi=Ay, =) opAxi= ) apiXi

N
Ym = A"y =) opAPxk
k=1

ha leosztunk a legnagyobb sajatértékkel akkor minden egyiit-
thatd 1-nél kisbb lesz, kivéve az els6t, igy nagy m-re 0-hoz
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tartanak vagyis

: 1
lim —mAmyO = (1X1
m—00 Ay

az els6 sajatvektor megkaphaté az iterdlt vektor
hatarértékeként.

A sajatérték is megkaphatd, ha vesziink egy v! vektort,

amely nem ortogonalis az elsé sajatvektorra. A fenti egyenlet
alapjan

1 1
lim —AmyO = 1X1 = lim Am+1y0
m— 00 71n m— 00 )\"1”"*‘1

és ha v nem ortogonilis az elsé sajatvektorra, akkor ha vele

beszorzunk mindkét oldalon, akkor nem 0 lesz az eredmény;,
igy a bal oldallal leosztva azt kapjuk, hogy

T
. \4 1
A1 = lim ¥m+
m—o0o V'Y,
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Inverz hatvany iteracio

Ezt a modszert szintén akkor célszer(i alkalmazni ha valahon-
nan ismert néhany sajatérték, és a hozza tartozd sajatvek-
torokat szeretnénk meghatarozni. Vegyiik az alabbi sajatérték
problémat

A x@) — 2\

ahol a felsé index a sajétvektorokat és sajatértékeket indexeli.
Tekintsiik a kovetkezd lineéris egyenletrendszert is:

(A—71)-y=Db

ahol a vektorokat fejtsiik ki a sajatértékek bazisan
y = Zajx(j) b = Zﬁjx(j)
J J

A sajatértékegyenletnek is felirhatjuk 7-val eltolt valtozatat

(A —71) cx ) = ()\(j) _ T)X(j)

Ha most az egyenlet mindkét oldalat oj-vel stlyozva
felosszegezziik, akkor a bal oldalon a linearis egyenletrend-
szert bal oldalat kapjuk, a jobb oldalak egyenlésége pedig a
kovetkezét adja:

Z aj()\(j) — 7)x\) = Zﬁjx(j)
J J
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aminek

megoldasa, vagyis

B; (7)
Y= Z)\ X—T

Ez a kifejezés egy konstans szorzé erejéig megegyezik az
egyik sajétvektorral, ha a hozzd tartozé sajétérték 7-val
megegyezik.

Az iteracié tehat uagy zajlik, hogy kiindulunk egy tet-
sz6leges (random) b vektorbdl, és egy 7-bdl amely kozel
van valamelyik sajatértékhez. Az igy felirt egyenletrendszer
megoldasa (y) lesz a sajatvektor els§ kozelitése. Ezutan ezt
helyettesitjiik b helyére. Ebbdl az el6z6 médon kaphaté

. . 3. .
Zaj()\(J) — 7)x) = y i TX(J)

J

illetve

B;x0)
2= (Aj]— T)?

J
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Az iteraciét folytatva anevezében egyre magasabb hatvany
szerepel, vagyis a megfelel§ sajatvektor egyre élesebben

kiemelkedik.
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